§ 2. Einfache Eigenschafien holomorpher Abbildungen 9

.2.1. Satz (Lokale Gestalt holomorpher Abbildungen). Seien X, 1" Riemannsche
Figchen, 1 X—= Y eine nichikonsiante Foalomorphe Abbitdung. aeX uwnd b ={a)
Darn gilt ex eine natiivliche Zahl k=1 und Kavten @ : U=F auf X bzw,

W BV quf Y e folgenden Eigenschaften: ! 2 g
| s ]

1) asl pla)=0; bell, | (by=

i) [y, 1 L

it} Fiir die Abbildung Fi=W = f @™ V=" gilr ~ =

Fizy=z* fiir alle zeV. .
Beweis. Zunichst lassen sich Karten ¢, @ If— 1] aul X und o : '— 7" auf ¥
finden, so dafl die Eigenschaften 1) und 11) mit (L], ¢,) anstelle von (U @) erliillt
sind, Mach dem [dentitiitssatz ist die Funktion

fir=afam ' KF=V el

nicht-konstant und es gilt £1(h=0, also gibt es ein k=1, so dab fi{z)=="g(=).
wobel g eme in ¥ holomorphe Funktion mit g{(h=0 5t In emer gewissen
Umgebung von 0 gibt es deshalb eine holomorphe Funktion i mit A*=g. Die
Zuordnung z—zh(z) lefert eine biholomorphe Abbildung o Va—¥ einer offe-
nen Umgebung Voo F) dér Null auf eine offene Umgebung ¥ der Null Sei
U i=eop Y1), Wir ersetzen nun die Karte ¢ : U, —F; durch die Karte ¢ ; U—
mit p=c o, Fir dic Abbildung F=y - /-4 ' gilt dann nach Konstruktion
Fizy=:% qed.

2.2. Bemerkung. Die Zahl & in Satz (2.1) kann folgendermaBen charakierisiert
werden: Zu jeder Umgebung L von o gibt es Umgebungen U'— Uy von @ und
W von bh=f(a), so dab fiir jeden Punkt peW mit y=b die Menge f ')l
genau &k Elemente hat. Man nennt & die Fielfackheir, mit der die Abbildung [
den Wert b im Punkt ¢ annimmi.

2.3, Beispicl. Sei f(z)=2"4-c,2* 714 .. 40, ein Palynom k-ten Grades. Dann
kann [ als holomorphe Abbildung f: P, — P, mit fi=c)=cc aufpefalt werden
{vel. § 1). Durch Benutzung von Karten um co rechnet man leicht nach, daff o
mit der Vielfachheit & angenommen wird.

2.4, Corollar. Seien X, ¥ Rienannsche Flichen und f: X — Y eine nichi-konstante
Ecn.’rlmorpht' Abbiidung. Damn ist | affen, d. 0 das Bild jeder offencn Menge ir
offen.

Beweis. Aus Satz (2.1) Tolgt unmittelbar: Ist 7 Umgebung eines Punktes aeX, so
ist f({f} Lrngt'hUng des Punktes f{a), Daraus ergibt sich die Offenhert.
Lok

.-_: gt A ol a -"rl . Lr . ﬁ{s ¥ !



